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ABSTRACT
On the Klein’s model of the hyperbolic plane we can de-
fine the central collineation between absolute and H-circle.
Using that central collineation it’s possible to make the el-
ementary geometric constructions in the H-plane by the in-
struments of the euclidean geometry. Two problems have
been solved in this way.
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Neke planimetrijske konstrukcije u H-ravnini
SAZˇETAK
Na Kleinovom modelu hiperbolicˇke ravnine uspostavja
se centralna kolineacija izmedu apsolute i H-kruzˇnice.
Pokazuje se kako je moguc´e uz pomoc´ ove centralne ko-
lineacije, sredstvima euklidske geometrije izvoditi elemen-
tarne geometrijske konstrukcije u H-ravnini. U tom su
smislu rijesˇena dva zadatka.
Kljucˇne rijecˇi: hiperbolicˇka geometrija, hiperbolicˇka
kruzˇnica, centralna kolineacija
U hiperbolicˇkoj su ravnini planimetrijske konstrukcije
neizvedive zbog nepostojanja “hiperbolicˇkog ravnala” i
“hiperbolicˇkog sˇestara”, pa su cˇesto pri objasˇnjavanju
prisutne jedino skice. Mnogi zadaci postaju konstruktibilni
tek na nekom od euklidskih modela H-ravnine. U tom je
smislu najpogodniji Kleinov model i to onaj s euklidskom
kruzˇnicom kao apsolutom.
Neka je kruzˇnicom a zadana apsolutna konika Kleinovog
modela hiperbolicˇke ravnine. Tocˇke unutar apsolute
zovemo pravim, one izvan apsolute nepravim ili idealnim,
a tocˇke na apsoluti granicˇnim tocˇkama H-ravnine. Za dva
pravca koji se sijeku u pravoj tocˇki kazˇe se da su ukrsˇteni.
Ako im je sjecisˇte na apsoluti, pravci su paralelni, a ako se
sijeku izvan apsolute, kazˇe se da su hiperparalelni.
U euklidskoj se ravnini smatra da je tocˇka geometrijski
tocˇno konstruirana ukoliko je odredena kao sjecisˇte dvaju
pravaca, pravca s kruzˇnicom ili kao sjecisˇte dviju kruzˇnica.
Kako se ovdje radi o euklidskom modelu hiperbolicˇke ge-
ometrije, za ocˇekivati je da se i u njemu mogu elementarne
geometrijske konstrukcije izvoditi ravnalom i sˇestarom.
Pokazuje se da je to cˇesto doista moguc´e, uz napomenu da
su konstrukcije znatno slozˇenije od analognih konstrukcija
u euklidskoj ravnini.
Hiperbolicˇkom kruzˇnicom u ovom modelu zovemo svaku
onu koniku koja dodiruje apsolutu u dvije realne ili dvije
konjugirano imaginarne tocˇke ili su ta dva diralisˇta pala
zajedno. Konika koja dira apsolutu u dvije razlicˇite re-
alne tocˇke zove se hipercikl, konika koja dira apsolutu u
paru konjugirano imaginarnih tocˇaka zove se cikl, a ako
imaginarna ili realna apsolutna diralisˇta padnu u istu tocˇku,
hiperbolicˇka se kruzˇnica zove horicikl [3], (Slika 1).
Slika 1
Spojnica s apsolutnih diralisˇta H-kruzˇnice zove se os H-
kruzˇnice, a apsolutni pol S te spojnice njezino je sredisˇte.
Sredisˇte hipercikla je neprava tocˇka, a os mu je pravi
pravac, sredisˇte cikla je prava tocˇka, a os je nepravi pravac.
Horicikl ima sredisˇte na apsoluti, a os mu je izotropni
pravac (tangenta apsolute).
Zbog egzistencije triju vrsta kruzˇnica, u H-ravnini c´e
mnoge geometrijske cˇinjenice biti kompleksnije nego u
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euklidskoj ravnini, dok c´e moguc´nosti zadavanja nekih
geometrijskih figura biti ogranicˇene ili cˇak neostvarive
logikom euklidske ravnine (npr. konstrukcija pravil-
nih poligona). Kao sˇto je poznato, kruzˇnicu je u eu-
klidskoj ravnini moguc´e jednoznacˇno zadati cˇak na pet
nacˇina: trima razlicˇitim realnim tocˇkama, jednom jednos-
trukom i jednom dvostruko brojenom tocˇkom, jednom re-
alnom i parom konjugirano imaginarnih tocˇaka, sredisˇtem
i tocˇkom, sredisˇtem i tangentom. Za razliku od toga hiper-
bolicˇku kruzˇnicu moguc´e je jednoznacˇno zadati na sljedec´e
nacˇine: tocˇkom i sredisˇtem, tocˇkom i osi, tangentom i
sredisˇtem, tangentom i osi. Trima su tocˇkama, kao i trima
tangentama, opc´enito odredene cˇak cˇetiri H-kruzˇnice! [1],
[2].
Bez uvodenja metrike, moguc´e je na ovom modelu
rjesˇavati jednostavne polozˇajne planimetrijske zadatke u
vezi s H-kruzˇnicom. U tu je svrhu potrebno uspostaviti jed-
nostavnu linearnu transformaciju, primjerice centralnu ko-
lineaciju ravnine, koja ostavlja apsolutu fiksnom u cjelini.
Neka je zadana involutorna centralna kolineacija H-
ravnine kojoj su sredisˇte S i os s pol i polara u odnosu
na apsolutu, a sjecisˇta bilo kojeg pravca kroz pol s apso-
lutom par pridruzˇenih tocˇaka A, A1 (Slika 2.). Ocˇigledno
ova transformacija preslikava apsolutu samu u sebe [3].
Nije tesˇko zakljucˇiti da se svaka H-kruzˇnica sa sredisˇtem
u sredisˇtu takve centralne kolineacije takoder preslikava
sama u sebe, odnosno sve se kruzˇnice koncentricˇnog pra-
mena H-kruzˇnica s istim sredisˇtem S (i istom osi) pres-
likavaju same u sebe. Pri tome vrijedi: (SAs,A1A) =
(STs,T1T ) = −1. Ova se transformacija u hiperbolicˇkoj
ravnini zove osna simetrija, a tocˇke A1,A, odnosno T1,T
simetricˇne su u odnosu na os s.
Slika 2
Rijesˇimo ovdje neke elementarne planimetrijske zadatke u
vezi s H-kruzˇnicom.
Zadatak 1.
Konstruiraj hipercikl c sa sredisˇtem u tocˇki S koji pro-
lazi pravom tocˇkom T , te odredi njegova sjecisˇta K i L s
pravcem q (Slika 3).
Rjesˇenje.
• Sredisˇtem S i tocˇkom T jednoznacˇno je zadan hiper-
cikl c.
• Ranije spomenutom involutornom centralnom kolin-
eacijom taj se hipercikl preslikava sam u sebe. No,
valja uocˇiti da postoji i takva centralna kolineacija,
koja ovaj hipercikl preslikava u apsolutu. Ta je ko-
lineacija zadana s istom osi s i sredisˇtem S, te parom
pridruzˇenih tocˇaka T , T1 = ST ∩a. Hipercikl c kon-
struira se pomoc´u ove centralne kolineacije kao ko-
linearna slika apsolute.
• Kada se ovom kolineacijom preslika i zadani pravac
q, njegova c´e slika q1 sjec´i apsolutu a u dvije tocˇke
K1 i L1 koje su pridruzˇene trazˇenim sjecisˇtima K i L
pravca q s hiperciklom c.
Slika 3
Zadatak 2.
Zadana je os s i jedna tangenta t cikla c. Konstruiraj one
tangente cikla koje prolaze zadanom tocˇkom Q (Slika 4.).
Rjesˇenje.
• Cikl je jednoznacˇno odreden svojom osi s i tangen-
tom t.
• Pol S pravca s u odnosu na apsolutu je sredisˇte
zadanoga cikla.
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• U centralnoj kolineaciji sa sredisˇtem S i osi s, ko-
jom se zadani cikl preslikava u apsolutu, zadanoj c´e
tangenti t cikla biti pridruzˇena tangenta t1 apsolute
koja prolazi sjecisˇtem pravca t s osi kolineacije s.
Njenom diralisˇtu T1 s apsolutom pridruzˇeno je di-
ralisˇte T cikla s tangentom t.
• Pomoc´u tocˇke T konstruiraju se ostale tocˇke
zadanoga cikla kao kolinearne slike apsolutnih
tocˇaka.
• Spomenutom se kolineacijom zadana tocˇka Q pres-
likava u tocˇku Q1, a tangentama m1, n1 apsolute koje
prolaze tocˇkom Q1 kolinearno su tada pridruzˇene
trazˇene tangente m, n cikla c. Slika 4
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